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田畑 博敏*

















































































































一一ここで,A=10, 1, 2,3,4,51,ca=0,σaはAからAへの1項関数 すなわち ,
σ■:A→A であり,σЯ=|(0, 1〉,(1, 2〉,(2,3〉,(3, 4〉,(4, 5〉,
(5,0〉|である一―は,帰納法モデルである。
      5/0娼1関数σ・ のインプットと
アウトプットの関連は,                ↑ ↓








12       8
↑    ↓
































k tt c, ktt σ c, k+σσc, ……・
という無限に長い文のリストを,第一階ペアノ算術の公理の集合Πlに公理として新たに加えて,公
理系Πlを拡大する :Πl*=Hl∪lk tt c,ktt σ c,kttσ σ c,…|。 この拡大された公理系
Hlキの任意の有限部分集合H′ =Πl∪ lk tt c,…,k tt σ 4..σ clを取り,k=σ…∵ cと解
釈し,cとσは標準的解釈を与えることによって,この有限部分集合は自然数の構造でモデルを持
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定義 2. 1. 1:切片の定義
Nの部分集合H(すなわちH⊆N)が切片(segment)であるのは,Hが,ざまで減少する鎖(chain)
である場合,すなわち







icr,  σttc下,  σΥσ
「
c下|
ic下,  σ州「cTf,  σち「 C下, σ ttσ ttσ Trcて, ……… | =N
定義 2.1.2:(切片上の)部分関数の定義








































部分関数である。cTC ic下|=Dom f。∴ヨf(fは部分関数&Dom fは切片である&
c下∈Dom f),i crc G。
2.帰納のステップ:Vy(yCG⇒σΥ y∈G)。
なぜなら一―。任意のyCNをとり,y∈Gと仮定する。すると,Gの定義により,ある部分関数
fが存在して,Dom fは切片であり,y C Dom f。いま,σtt yをとる。場合を二つに分ける。
(イ)もし,σr y∈Dom fならば,Gの定義により,σΥy C G。
(口)そこで,σイy/Dom fとする。そして ,
H=Dom f∪ l σtt y l
f*=f∪|(σtt y,σa f(y)〉|






Dom f,ic打∈H。 いま,任意のxCNをとり,σtt xを
考える。σtt x∈Dom f*=Dom f U lσttyl=H と仮
定する。 もしσtt x+σtt yかつσttx C Dom fなら1ぎ,
Dom fが切片であるから,切片の定義から,x∈Dom f⊆Dom f*。もしσtt x=σtt yならば ,
ペアノ公理2Pにより,x=yである。ところが,y C Dom fだから,x∈Dom f⊆Dom f*。





(2)f*(σtt x)=σa f*(x)(σΥ x∈Hであるすべてのx∈Nに対して)という二つ
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の条件を満たすことを示せばよい。まず,(1)である。Dom fは切片だからc打∈Do“f,しかもf
は部分関数だから, f(cr)=cao f・の定義よりf⊆f*,.・c「∈Dom f⊆Dom f*。よっ
て,f*(∬)=f(cr)=ca。次に(2)である。任意のx∈Nにつき,もしσtt x∈Dom fならば ,
fが部分関数であることとf⊆f半から,直ちに成り立つ。もしσtt x/Dom fで,σtt x=σtt y
のとき,公理2Pより,x=y。ところが,f・は f・=f∪|くσtt y,σЯ(fy)〉|と定義し,か
つy∈Dom f⊆Dom f*だから, f*(σtt y)=σa f(y)=σa f*(y)。 x=yだから,
(2)が成り立つ。
③f*の定義により,σtt y∈Dom f■である。
こうして,「f・は部分関数&Dom fキは切片&σtty C Dom fキ」である。よって,Gの定義に
より,σtty C G。ゆえに,上の帰納のステップが成り立つことが示された。
よって,基底と帰納のステップが成り立つから,公理3P(数学的帰納法)により,GはN全体



























y∈Dom f かつ σtt y∈Dom g。また,部分関数の定義域は切片であり,切片は
σ下に関して単調に減少するから,y C Dom f∩Domgo y∈Gだから,これらのことから,
f(y)=g(y)……②
∴①,②より, f(σtt y)=g(σtt y)が導かれる。以上より,つぎのことが示された :
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σtt y∈Dom f∩Dom g⇒f(σtt y)=g(σΥ y)・…・・③。
口)σtt y/Dom f∩Dom gのとき。このとき, トリヴィアルに,上の③が成り立つ。
こうして,イ),口)より,
VfVg[fとgが部分関数&σtty C Dom f∩Dom g⇒f(σΥ y)=g(び下y)]
すなわち,σ「
y∈G である。こうして,帰納のステップは成り立つことが示された。
以上により,帰納法公理3Pによって,G=N。 Q. E, D.
二つの補題が証明できたので,本題の定理に移る。
2.2 回帰 (recursion)に関する定理
定理 2.2.1:回帰定理 (recursion heorem)











て,x∈Nである任意のxに対して,(x∈Dom fとなる)任意の部分関数 fに対して ,
f(x)=z
となるような,唯―のz∈Aが存在する。いま,すべてのx∈Nに対して,h(x)を,上で述べ







h(cり=cЯ¨・…①               ぅ
である。さらに,補題2,1.3により,Nの要素はなんらかの部分関数fの定義域に含まれてい














が,Dom h=Dom f=Nであるから,N=Dom h∩Dom fである。よって,任意のx∈Nに対
して,h(x)=f(x)である。すなわち,
f=h















































は準同型だから,h(σΥ x)=σa h(x)=σa y。しかも,σtt x∈N。 ゆえに ,
σΥx C N  &h (σtt x)=σa y∈A。
∴ σЯ y∈ly∈AIヨx(x∈N &h(x)=y)|=H。




ゴリカル (範疇的・定型的 i categonc』)でぁること,が証明できる。これをつぎの定理とする。
定理 2.4. 1:任意のペアノ。モデルは同型的 (isomorphic)である。








































































(1.2) f(x, σ9f・(y))=σΥ*(f(x, y))。





















(二項関数として見たhとgに対して)h=gである。          Q.E, D.






























































と,さきのペアノ・モデル 伽P=(N*,J*,σ打*〉 に,回帰定理 (定理2.2.1)を適用す
る。すると,幹から亜 への唯―の準同型 (homOmorphism):
が存在して,これがつぎの準同型の定義条件 (1),(2)を満たすことになる :


























I     I
また,すべてのx∈N・に対して, (xをひとまず固定して)hxとkxを一項関数とみなして,そ
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れらを ,
hx IN*→Nキ                kx:N+→N■



































































h(x, σ下キ(y))=h(x, y)+打・ x













































































z半0&〈 n,n tt z〉∈R
となるようなz∈Nが存在する。さて,mを,nがnとは別の数とRの関係にあるときの,その別
の数との差の最小値,すなわち,






xとyの組 (くx,y〉または 〈y,x〉)は,つぎの表で○印のついた組である :

























さきに定義 4.2.1として定義した合同関係 (congmence relation)Rm,nは,n=0のとき,よく











n+1獅]   :| [n]～=in,n ttm,n+2m,n+3m,… |
| [n+1]～=in+1,n ttm+1,n+2m+1,R+3m+1,…|
m‐1個 :

























S'    S～   S～      s～
一














































































が導かれる。よって, fとf・の定義 (すなわち, f(x,y)=hx(y), f*(x,y)=fキx(y))イこ








自然数の構造 :打=〈N, 0,S〉と帰納法モデル :Я=〈A,ca,σa〉 が与えられたとする。こ
のとき,Яの加法 十Я `ま,Nめ加法 十 の準同型像 (homOmorphic inage)である。




















↓                    ↓
x一 h(x)
y      h  ～h(y)
s注子)h:ケ iご)ヽ
)h(y))
|    |     1    1


































そうすると,Яでの加法 十a は,Nでの加法 + の商への移行 (passing to he quo慣ent)で
ある。すなわち,fをNたからЯへの (上で述べられた)同型写像とすれば,十Яは







補題 1。 構造 :a=〈A,ca,ca〉を帰納法モデルとする。そのとき,x∈Aであるすべてのx
に対して,以下の (1),(2)を満たす,A上の唯一の一項演算kxが存在する :
(1)kx(ca)=cЯ
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=h(ca, d)。a ca [(3,2)より]























X    Xi
＼ ＼
y     yi








































〈u,w,t〉∈g かつ くu,w,s〉∈g⇒ t=s
と,①より,h(z)=h(v),すなわち,h(f(x,y))=h(f(xl,yl))である。よって ～の定
義より,〈f lx,y),f(xl,yl)〉∈～ である。

























定理 5. 3. 3:巾法はユニバーサル演算ではない。
Q. E. DE
































































である二項演算 jを考えると,この iはユニバーサルである 。9。 しかも, iは,
|と:了!=z+x2
として,ユニバーサル演算f,gにより,原始回帰により得られる。しかし, ,(2,1)=4,







































素の前者をzとすると,XzAコx σa zであるから,必ずVz(Xz→X σЯ z)は不成立であ
る。よって, トリヴィアルに,X ca∧Vz(Xz→X σaz)→VxXx…… (※)が成り立つ。
また,x=Aのとき,当然VxAxだから,VxXxは成り立つ。よって (※)が成り立つ。X























となる。よって,コンパク ト性定理 (の代入例)の対偶 :







からN―lcrlの上への (onto)の写像だから,もしσTx C Nならば,σtt x tt crかっx∈Nで
あり,ともかくx∈Nである。∴脚岐 ∈N⇒xCNが成り立つ。よって,Nは切片である。また ,
x∈Nなる任意のxをとり,σtt x∈lc引とすると,σtt x=c下である。しかし,Nはペアノ・
モデルであるから,公理lPが成り立つので,cr tt σtt xである。よって,矛盾となる。よって ,






































c).___古 σЯ。     手Tゴデを警ξ覇夢†チ子〒と換手したときの,















(2)任意のy∈Nに対して ,' (h*Ch)(σtt y)=h*(h(σtt y))           [合成写像の定義より]
=h*(σ
「
・ (h(y)))         [hが準同型であるから]
=σイ(h*(h(y)))         [h*が準同型であるから]

























形で考えられたらしい (ペアノ[19691の「はじめに」参照)。 全3巻のペアノ全集 (Peano[19571,
t19581,[19591)の第Ⅱ巻に収められている, 1889年のラテン語による論文 :“Arittmettces
pttncipia,■ova mehodo exposica"(Hetten00rt[1967]に英語による抄訳がある)では 個の公
理を挙げているが,このうちの4個は,“="に関する法則である。ペアノ[19691に全訳の邦訳が

























(1.2)f(x, σ下*(y))=hx(σ下*(y))  [規貝U]
=σ下*(hx(y))  [hxが準同型であるから上の (2)1こよる]
=σ下・ (f(x,y)) [規則]
=g(x,y)で定義されるgxが上の (1);(2)を満たすことは,つぎのようにして
gx(c下*)=g(x,c構)      [gxのgによる定義による]


















主Ψl((c打・ ,f(x)〉  [cx下*の定義による]
=Cttrキ [射影関数Ψlの定義による]


































(iti)任意のn項関係定項T,および個体 xl,…,Xn,yl,…,yn C Aに対して ,




















































(iti)命題 2,7.4(田畑 [2001]141頁):hが冤から3の上への (onto)強い準同型であるとする。
.そのとき,























































[2]～=12, 7, 12, 17, 22, 27,…|
[3]～=13, 8, 13, 18, 23, 28,…|
[4卜=14, 9, 14, 19, 24, 29,…|































走る)対角線上の順序対がすべてRを満たす (図①)。 つぎに,〈n,n+m〉から出発して ,
(n+1,n+m+1〉,〈n+2,nttm+2〉,… の列 (対角線と平行に右下に走る図②の列)の)慣序対がRを
満たす。この列と対角線に対して対称な列 :〈n+m,n〉,(nttm+1,日1〉 〈n+m+2,n+2〉,― の順





な くn+2m,n〉で始まる列が (図⑤)得られ ,
















































=hx*(σa(y))             [hx・が (2)を満たすから]
90 まず,基底 ica c Hを示す。x=caの場合のhx,すなわちh caとして,同一性関数 :h cЯ
(z)=z(z∈A)′をとる。すると,h ca(ca)=ca=x,∴(1)を満たしている。また,hx
(σЯ(y))=h ca(σЯ(y))=σЯ(y)=σ・ (h ca(y))=σA(hx(y))。よって,(2)を満たす。






h σa←)(Ca)=σЯ(hy(ca))       [上の規則 (※)による]
=σЯ(y)         [仮定によりhyは(1)を満たすから]
つまり,z=σЯ(y)とおくと,hz(ca)=zとなっているので,(1)を満たしている。また ,
h σa●)は,(2)も満たす。なぜなら,
h σA(の(σЯ(X))=σa(hy(σЯ(x)))  [上の規則 (※)による]
=σЯ(σa(hy(x)))  [hyは,(2)を満たす:hy(σ■(x))
=σA(h y lX))]
=σA(hびa←)(x))  [再ぴ規則 (※)による]
こうして,z=σ■(y)とおくと,hz(σ・ (x))=σ4(hz(x))となっているので,h σa(♪1よ,





9, 実際,以下のようにして,fは条件 (1.1),(1,2)を満たす :
(1.1)f(x,ca)=hx(cЯ)          [定義による]
=X            [hxが(1)を満たすことによる]
(1.2)f(x,σA(y))=hx(σス(y))    [定義による]
=σ4(hx(y))    [hxが(2)を満たすことによる]
=σA(f(x,y))   [再び定義による]
90 fキxが,補題1で述べられた条件 (1),(2)を満たすことは,つぎのようにして示される :
条件(1)if*x(ca)=f*(x,ca)       [f*xのf*による定義による]




















うなxの集合である。まず,1.基底 i cacHを示す。k caとして,定数値関数:k ca(z)=
ca(z∈A)をとる。k ca(ca)=♂.・.条件(1)が満たされた。k♂(σa(y))=ca,他方,十aは




ガA→A)が存在する。いま,k σЯ●)を,つぎの規則 (%)により定義する :
k σaけ)(x)=ky(x)+Яx …… (%)
この関数k σЯ●)は(1)を満たす。なぜなら,Kσ■(y)(Ca)=ky(Ca)十aca=ky(ca)=ca
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k σЯ●)(σЯ(x))=ky(σЯ(x))+a σЯ(x) [上の定義 (%)による]
=(ky(x)+Ay)+Я σ4(x)  [kyが(2)を満たすから]
=ky(x)+・(y+Я σЯ(x))   [Aでの加法の結合律]
=ky(x)+a σa(y+4ズ)    [加法の定義条件による]
=ky(x)+a σЯ(x+ay)    [Aでの加法の交換律]
=ky(x)+4(x+a σЯ(y))   [加法の定義条件]
=(ky(x)+Яx)+a σ (y)  [加法の結合律]








条件 (2.1):h(x,cA)=kx(ca)=cA     [kxが補題1で述べた条件(1)を満
たすことによる]
条件 (2.2):h(x,σA(y))=kx(σa(y))   [上の定義 (#)による]
=kx(y)+Ax     [kxが条件(2)を満たすから]






(1):h*x(ca)=h・(x,ca)     [上の定義 (〒)による]
=ca          [hホが条件 (2.1)を満たすから]
(2):hキx(σ■(y))=h・(x,σa(y)) [定義 (〒)による]
=h・(x,y)+4x  [h・が条件 (2.2)を満たすから]






h(x)・Яh(0)=h(x)。・ ca      [hが準同型,∴h(0)=σЯ]
=ca           [・・ はЯでの乗法だから]
h(x・0)=h(0)          [x・0=0だから]




Nをとり,yCGと仮定する。Gの定義により,h(x)・・ h(y)=h(x・y)… 。①。さて ,
h(x)。Ah(Sy)=h(x)・as(h(y))            [hが準同型だから]
=h(x)・ah(y)+Ah(x)          [・・ はA上の乗法]
=h(x・y)+Яh(x)               [上の①より]
=h(x・y+x)        [定理 5。1,2より,hはNめ加法+を
冤の加法+・に写像しているから]
=h(x・Sy)      [・はヽこの乗法で (2.2)を満たすから]
こうして,h(x)。Ah(Sy)=h(x,sy),iSyCG。以上より,Vy(yCG⇒SyC
























V[x]～ CN～ :jN的 ]N[x]N=f～ [x卜 =[fx]～  ・ … … (★)
と,定義せよ (仮定により,fがユニバーサルだから,定理 5,3.2から,Nた上にfの準同型像
f～が存在するゆえ,この定義が可能である)。 このとき,,～m]～が条件 (1),(修)を満たすことは ,
以下のようにして示される。
条件(1):itt Ю]～ [0]～=f～[o]N
条件(2):j～的]～ S～ [y]N=f～S～ [y]N
[y]～)   [iN[x]～11(2)を満たすから]





=f～[Sy]～              [s付はsの準同型像だから]
=[f Sy]～             [定義 (★)による]
=[i SyO卜  [jはf,gから原始回帰により得られるから条件 (イ)より]











=g～[0卜[y]留f留 [y卜      [(★)より [fy]～=f～[y卜だから]









条件(1):,NS～け]～ [0]Ⅳ=[,SyO]～     [上の定義 (※)より]
=[fSy]μ      [〕はfから原始回帰により得られるから (イ)より]
=f～S～ [y]Ⅳ      [仮定よりfはユニバーサルだから,準同型像について
の定理5.3.2より]
条件(2):〕～s～ ly」～S～ [X卜=j～s～け]N[sx]～  [s～はsの準同型像だから]
= [ISySx卜            [上の定義 (※)より]
=[gSyx(,syx)]～       [原始回帰の条件 (口)より]
=g～SN[y卜[x卜[iSyx卜     [g～はgの準同型像だから]






・Ⅳ[y]～= [xl卜… [xl]留… [yl]～〒 [xl・xl.・yl]N= [x12.yl卜= [,(xl,yl)卜,
・・・〈,(X,y),,(xl,yl)〉C～。ゆえに,定義5,3.1により, ,はユニバーサルである。
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